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Аннотация. Актуальность и цели. Целью данной работы является восстановление 
диэлектрической проницаемости неоднородного диэлектрического тела, располо-
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сти метаматериалов. Материалы и методы. Для решения исследуемой задачи ис-
пользован метод объемных сингулярных интегральных уравнений. Результаты. Раз-
работан и обоснован численный метод восстановления диэлектрической проницаемо-
сти неоднородного диэлектрического тела, расположенного в полубесконечном прямо-
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Abstract. Background. The purpose of this work is to restore the permittivity of an inho-
mogeneous dielectric body located in a semi-infinite rectangular waveguide. The proposed 
method can be effectively applied to solving a number of problems in applied electrody-
namics, such as flaw detection and determination of the metamaterials’ permittivity. 
Material and methods: To solve the studying problem, we used the method of volumetric 
singular integral equations. Results: A numerical method for reconstructing the dielectric 
constant of an inhomogeneous dielectric body located in a semi-infinite rectangular 
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Введение 
Рассматривается проблема восстановления диэлектрической проницае-

мости тел, имеющих составную структуру. Предположим, что тело находится 
в полубесконечном прямоугольном волноводе, при этом падающее поле со-
здается точечным источником, расположенным вне тела. Мы восстанавлива-
ем диэлектрическую проницаемость неинвазивными методами, используя 
измерения величины поля в точках наблюдения, находящихся вне тела [1–4]. 

На практике подобные задачи возникают при моделировании и созда-
нии наноматериалов с заданными свойствами, а также при восстановлении 
характеристик образцов композитных анизотропных материалов по результа-
там измерения поля вне тела. 

Для численного решения обратной задачи предлагается использовать 
двухшаговый метод. Этот метод основан на сведении обратной задачи к объ-
емному сингулярному интегральному уравнению и дополнительной проце-
дуре пересчета диэлектрической проницаемости тела. Одно из главных пре-
имуществ этого метода в том, что не требуется начального приближения. Для 
сокращения времени расчетов и повышения их эффективности можно ис-
пользовать методы регуляризации Тихонова и различные методы предобу-
славливания [5, 6]. Таким образом, предложенный метод может быть эффек-
тивно использован для конструирования нанокомпозитов и наноструктур,  
а также для их исследования методом неразрушающего контроля. 

1. Сведение краевой задачи к интегральному уравнению 
Будем рассматривать полубесконечный прямоугольный волновод 

{ }1 2 3: : 0 ,0 ,0P x x a x b x= < < < < < < +∞  с идеально проводящей границей P∂ . 
Пусть в P  находится тело Q . Известно, что оно характеризуется постоянной 
магнитной проницаемостью 0μ  и положительной ограниченной функцией 
диэлектрической проницаемости ( )xε . Функция ( )xε  такова, что ( )L Q∞ε∈  

и ( )1 L Q−
∞ε ∈ . Также тело обладает кусочно-гладкой границей Q∂ .  

Рассмотрим задачу дифракции монохроматического электромагнитного 
поля E , H  на Q . Источником падающего поля E , H  является электриче-

ский ток 0
Ej , локализованный в P . 
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Будем искать слабые (обобщенные) решения уравнений Максвелла 

 0
0rot , rot ,Ei j i= − ωε + = ωμH E E H   (1) 

где ω  – круговая частота.  
Поле E , H  должно удовлетворять граничным условиям на стенках по-

лубесконечного волновода: 

 0, 0,P Pτ ∂ υ ∂= =E H   (2) 

условиям излучения на бесконечности 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
1 10

3 21
30

0 2 3
exp p p p p

p p
p p

i
R i x

i
±

   λ Π − γ ∇ Π    = + γ +        − ωε ∇ Π ×   


eE E
H H e

 

 ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

0 2 32
3 2 2

3 2

exp ,
p

p p
p p p p p

i
Q i x

i

±
 ωμ ∇ ψ ×
 + γ   λ ψ − γ ∇ ψ 


e

e
   (3) 

где ( ){ }1 2 1 2, : 0 ,0x x x a x bΠ = < < < <  – прямоугольник с введенным на нем 

двумерным оператором Лапласа −Δ ; ( )1
pλ , ( )1 2,x xΠ  и ( )2

pλ , ( )1 2,x xψ  – пол-

ная система собственных значений и ортогональных нормированных в ( )2L P  
собственных функций оператора Лапласа с условиями Дирихле и Неймана  
на границе Π  соответственно,  

 ( ) ( )2
0

j j
p pkγ = − λ , ( )Im 0j

pγ ≥ , ( )j
pkγ , 2 2

0 0 0k = ω ε μ ,  (4) 

где k  – волновое число свободного пространства, 2 1 1 2 2/ /x x∇ ≡ ∂ ∂ + ∂ ∂e e . 
Мы также будем полагать, что 0E , 0H  – это известное поле (падающая 

волна), являющееся решением уравнений  
 0 0 0 0 0 0rot , roti i= − ωε = ωμH E E H   (5) 

с граничными условиями  

 0 00, 0P Pτ ∂ υ ∂= =E H   (6) 

в отсутствие тела Q . 
Решения E , H  уравнения (1) могут быть выражены в аналитической 

форме через 0
Ej  с помощью тензора Грина 

1

2

3

0 0
ˆ 0 0

0 0

E

E

E

G

G G

G

 
 
 =
 
 
 

, 

где 
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( ) ( )
( )

3 3 3 31

00 1

exp exp2
1

nm nm
E

nm nn m
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G

ab

∞ ∞

= =

−γ − + −γ +
= ×

γ + δ  

1 2 1 2cos sin cos sin ,n m n mx x y y
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1
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−γ − + −γ +
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1 2 1 2sin cos sin cos ,n m n mx x y y
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π π π π×  

( ) ( )
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exp exp2
1

nm nm
E

nm nn m

x y x y
G

ab

∞ ∞

= =

−γ − + −γ +
= ×

γ + δ  

1 2 1 2sin sin sin sin .n m n mx x y y
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π π π π×  

Здесь 
2 2

2
0nm

n m k
a b
π π   γ = + −   

   
, при этом ветвь квадратного корня 

выбирается так, чтобы выполнялись условия: Im 0nmγ >  или Re 0nmγ ≥ , если 
Im 0nmγ = . Подробная постановка задачи (1)–(6) и получение отвечающего 
интегродифференциального уравнения (7) представлены в [7, 8]; 

( ) ( ) ( ) ( )0 2
0 ˆ , 1E

Q

y
x k G x y y dy

 ε 
= + − + ε 

E E E  

 ( ) ( ) ( )ˆgrad div , 1 .E
Q

y
G x y y dy

 ε 
+ − ε 

 E   (7) 

2. Обратная задача дифракции  
Мы используем рассеянное поле, измеренное вне тела, чтобы восстано-

вить диэлектрическую проницаемость тела. Предположим, что тело Q  нахо-
дится в полубесконечном прямоугольном волноводе P . Характеристики по-
ля, необходимые для восстановления диэлектрической проницаемости тела, 
измеряются в точках наблюдения cx . Заключим cx  в некий объем простран-
ства, представляющий набор нескольких параллельных между собой плоско-
стей S . Плоскости S  расположены перпендикулярно оси 3Ox  [9]. 

Геометрия задачи показана на рис. 1. Представленное на рисунке тело 
является прямоугольным параллелепипедом, но в общем случае предложен-
ный численный метод не налагает дополнительных ограничений на форму 
тела, достаточно заключить тело, имеющее произвольную форму в прямо-
угольный параллелепипед. 

Переходим к построению численного метода. 
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Рис. 1. Геометрия задачи 

 
Заключим тело Q  в прямоугольный параллелепипед Θ , затем выберем 

на нем регулярную прямоугольную сетку: 

{ }1 1 2 1 2 2 1 3 2: , ,x a x a b x b c x cΘ = < < < < < < , 

ячейки которой определяются как 

{ }1, 1 1, 1 2, 2 2, 1 3, 3 3, 1: , ,klm k k l l m mx x x x x x x x x x+ + +Θ = < < < < < < . 

Узлы сетки определяются как  
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где 10,..., 1k N= − , 20,..., 1l N= − , 30,..., 1m N= − ; размер вычислительной 
сетки равен 1 2 3N N N N= × × ; 
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1

xX
a
π= , 2
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π= . 

В уравнении (7) интегралы могут быть вычислены аналитически, так 
как базисные функции равны 1 внутри klmΘ . Для компонентов тензора Грина 
над каждым из klmΘ  имеем выражения 
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1
1

xX
a
π= , 2

2
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π= , 1

1
hH
a
π= , 2

2
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b
π= , ( )1 2 3, ,i i i ix x x x= , ( )1 1 10,5ix i h= +  – 

координаты точек коллокации. 
Разобьем тело Q  на N  непересекающихся подобластей iQ . Также iQ  

должны состоять из объединения klmΘ . Полагаем, что диэлектрическая про-
ницаемость постоянна в каждой из iQ . 

Значения дифрагированного поля в точках cx  могут быть измерены 
экспериментально, либо можно решить задачу (1)–(5), являющуюся прямой 
задачей дифракции, и получить смоделированные значения поля ( )xE  внут-
ри тела Q , а затем вычислить ( )cxE  в точках сx x=  по формуле  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2
0 ˆ , 1c c E c

Q

y
x x k G x y y dy

 ε 
= + − + ε 

E E E  

 ( ) ( ) ( )ˆgrad div , 1 , ,E c
Q

y
G x y y dy x Q

 ε 
+ − ∉ ε 

 E   (8) 
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где  

( ) ( ) ( )( )21
0 2 0 31sin expxx A i i x

a a
+ ππ  = ωμ − γ 

 
E e  – 

падающее поле.  
Далее решаем уравнение (8) относительно неизвестной функции  

( ) ( ) ( )1
y

y y
 ε 

= − ε 
J E . 

Первый шаг метода заключается в решении интегрального уравнения 
первого рода: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )0 2

0 ˆ ,
1

c
c E c

Q

x
x k G x y y dy

y
− = +

 ε 
− ε 


J

E J  

 ( ) ( )ˆgrad div , , ,E c
Q

G x y y dy x Q+ ∉ J   (9) 

при этом используются значения поля в точках наблюдения, полученные  
ранее.  

После того как мы нашли ( )xJ , переходим ко второму шагу метода,  
а именно определяем диэлектрическую проницаемость тела в каждой из по-
добластей, решая уравнение 

( )
( ) ( ) ( )2

0 ˆ ,
1

E
Q

x
k G x y y dy

y
− +

 ε 
− ε 


J

J  

 ( ) ( ) ( )0ˆgrad div , ,E
Q

G x y y dy x x Q+ = ∈ J E ,  (10) 

относительно выражения ( ) 1
yε
−

ε
.  

3. Численные результаты 
В качестве примера представим восстановленные значения диэлектри-

ческой проницаемости тела, полученные при решении задачи предложенным 
методом. Тело Q , расположенное в прямоугольном волноводе, имеет разме-
ры 2 1 2× ×  см. Волновое число вне тела 0 11,7k GHz= . Размер расчетной 
сетки 10 10 10× × . Для получения исходных значений мы решили прямую за-
дачу дифракции и получили смоделированные данные.  

На рис. 2 представлено исходное абсолютное значение диэлектриче-
ской проницаемости тела, на рис. 3 – восстановленное. 

Двухшаговый метод позволил восстановить диэлектрическую проница-
емость большинства подобластей тела. 
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Рис. 2. Смоделированная диэлектрическая проницаемость тела Q  

 

 
Рис. 3. Диэлектрическая проницаемость тела Q ,  

восстановленная двухшаговым методом 

Заключение 
Рассмотрена обратная задачи дифракции, заключающаяся в восстанов-

лении диэлектрической проницаемости тела в полубесконечном прямоуголь-
ном волноводе и предложен численный метод ее решения. Данный метод ре-
ализуется в два шага: сначала решается интегральное уравнение первого ро-
да, отвечающее обратной задаче, а затем вычисляется функция диэлектриче-
ской проницаемости через ток поляризации. При использовании двухшагово-
го метода не требуется выбирать начальное приближение, что существенно 
увеличивает круг возможностей для его применения. Приведена визуализа-
ция результатов решения обратной задачи восстановления диэлектрической 
проницаемости тела в прямоугольном волноводе.  
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На практике разработанный метод может быть применен, например, 
для исследования нанокомпозитов и наноструктур методами неразрушающе-
го контроля, а также для конструирования образцов с заранее определенными 
характеристиками. 
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